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Resumen: En este trabajo se describe y comenta la importancia y el impacto que los nimeros de
Fibonacci han tenido a lo largo de los afios y su vinculacion con el arte, la naturaleza y los mate-
riales artificiales nanoestructurados, se hace una breve descripcion sobre el momento histérico de
su aparicion, se revisan diversas formas de obtener la relacion de recurrencia entre los nimeros.
Se muestran algunos ejemplos de su presencia en el arte, la naturaleza, asi como resultados
de propiedades dpticas de nanoestructuras de materiales artificiales construidos siguiendo esta
secuencia.

INTRODUCCION

Historia

A finales del siglo XII, nace en Pisa, Italia, Leonardo
de Pisa (1170 a 1250), conocido como Fibonacci,
apodo que le dieran de manera péstuma y que sig-
nifica hijo de Bonacci. Leonardo es educado por un
arabe quien lo pone en primer contacto con lo que
se convertiria en una de las mayores aportaciones
de los arabes al mundo occidental: nuestro actual
sistema de numeracion posicional.

Leonardo de Pisa, aprovechd sus viajes comer-
ciales por todo el mediterraneo: Egipto, Siria, Sici-
lia y Grecia, para entablar contacto y discutir con
los matematicos mas notables de la época, descu-
brir y estudiar a fondo los elementos de la geo-
metria de Euclides, que tomaria como modelo de

Leonardo de Pisa estilo y de rigor. De su deseo de poner en orden

todo cuanto habia aprendido de aritmética y alge-

bra, y de brindar a sus colegas comerciantes un potente sistema de calculo, cuyas
ventajas él habia ya experimentado, escribe, en 1202, uno de los textos mas famo-
sos de la época el Liber Abaci. En este libro, mostré la importancia del nuevo sistema
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de numeracion aplicandolo a la contabilidad comercial, conversion de pesos y medi-
das, célculo de intereses, cambio de moneda y otras numerosas aplicaciones[1]. En
estas paginas describe el cero, la notacidn posicional, la descomposicién en facto-
res primos y los criterios de divisibilidad. Leonardo de Pisa brinda en su obra reglas
claras para realizar operaciones con estas cifras tanto con nimeros enteros como
con fracciones; ademas, proporciona la regla de tres simple y compuesta, normas
para calcular la raiz cuadrada de un niimero, asi como instrucciones para resolver
ecuaciones de primer grado y algunas de segundo. Sin embargo, Fibonacci es mas
conocido entre los matemadticos por una curiosa sucesién de nameros: 0; 1; 1; 2; 3,
5; 8; 13; 21; 34; 55; 89....1a que colocé en el margen de su Liber Abaci junto al cono-
cido «problema de los conejos» que mas que un problema parece un acertijo de ma-
tematicas recreativas. El problema en lenguaje actual diria: « Suponiendo que una
pareja de conejos cria otra pareja cada mes, y que los conejos son fértiles a partir
del segundo mes, ;cudntos conejos se pueden tener al cabo de un afio?». En la figu-
ra 1 se muestra cdmo se genera este nimero en las parejas de conejos a lo largo de
los meses.

FIGURA 1. Crecimiento del nimero de parejas de conejos conforme se reproducen.
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Tomada de [2].

REPRESENTACIONES

La sucesion se construye de la siguiente manera:

u=0u=1u=1,u=2.., (1
y la relacion de recurrencia:

u . tu=%4Lu, (2)
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A la representacion anterior se han hecho propuestas alternativas para generar
los numeros de Fibonacci.
Representacion algebraica

Si se desarrolla la funcién:

_ q
f(Q)—il_q_qz 3)

en serie de potencias, los coeficientes de dicha expansién son los niimeros de Fibo-
nacci:

o 0q° +1q* +19% +29° +3q* +5¢° +8¢° +13q +... 4)
—q—q
Férmula de Binet

Consideremos la sucesién de ntimeros u,, u,,...u, en la cual cada término es la suma de
los dos términos precedentes, es decir, para cada n > 2 se cumple que:

u,+tu =1u 5

Observamos que para conocer todas las soluciones de ésta tltima ecuacion basta
con conocer cualesquiera dos soluciones no proporcionales de la misma (que una no
sea combinacién lineal de la otra) [3].

Consideremos la progresion de nimeros 1, g, q,,...

Esta progresion sera una solucién de la ecuacién (5) si satisface la condicién: g"?
+q"! = q" para toda n. Si dividimos entre ¢"?, la condiciéon toma la forma 1 + q = g% Las

+J_ 1— J_

raices de esta ecuacién cuadratica, son los nimeros: o = y 3=

son las razones en las progresiones deseadas y, ademas, no son proporcionales entre
si. Se observa que:

af=-1 (6)
Asi pues, todas las soluciones seran descritas de la forma:

G +C Ga+Cyf, 01042+C2[32,... (7)

En particular, para ciertos valores de c, y c, la sucesién anterior dara la sucesion
de Fibonacci. Es necesario determinar c, y ¢, a partir de las ecuaciones:

c,+c,=u, (8)
ca+cp=u,
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donde, recordamos u, = u, = 1, es decir, a partir del sistema de ecuaciones:

1+5  1-5
+‘f+c2 V5 _

4@, =1, 1, 9
G +C G 5 >
Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene:
oLt VB _ 1-+6
— T = 12— T T =
2\5 25 (10)

Que permite escribir:

1+V5
25

1++5

(11)
2

n-1 n—1
n,=ca ~+C0 =

g

25 2

De donde se obtiene que:

(wg)“_(l_ﬁ)”
Lol 2 2 _=B (h-0123.) (2)

" 5 5

La cual se llama férmula de Binet, en honor al matematico que la probé por prime-
ra vez. La conexidn entre la secciéon dorada y la serie de Fibonacci es precisamente la
formula de Binet, donde observamos que los primeros términos son de la forma

u0=0,u1=1,u2=1,u = Ly

Se ha demostrado que la seccién dorada es:

¢ = lim Unig (13)

N—eo l.,ln

Asi que considerando que para n muy grande, el segundo término de la formula de
Binet puede ser omitido, ¢ es aproximadamente igual a:

i 1+ \/g n+1 i 1+ \/g n
NG NG
Finalmente en el limite ¢ = (1+ \/g)/Z .
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¢ QUE ES EL NUMERO ¢p?

El nimero ¢, que de acuerdo con la expresidn anterior es aproximadamente igual
1.618033988749895..., es un numero irracional tal como lo es el nimero 7, y cuenta
con caracteristicas matematicas inusuales. La razén o proporcién determinada por ¢
era conocida por los griegos como la “secciéon dorada”, y por los artistas del Renaci-
miento, como la “proporcidn divina” [4]. También se le conoce como la razén dorada
o la proporcién aurea. Tanto r como ¢ estan definidos a través de una construccion
geométrica. Mientras que 7 es el nimero de veces que cabe el diametro sobre la cir-
cunferencia, ¢ es la proporcidn de los segmentos de una linea que resultan cuando
ésta se divide de tal manera que la proporcién del segmento de la linea (A) respecto
a la longitud del segmento de la linea (B) sea igual que la proporcién de la longitud
del segmento de la linea (B) a la longitud del segmento de la linea (C), como se indi-
ca en la figura 2.

FIGURA 2. Proporcion de los segmentos que cumplen con A/B =B/C.

B C
&

Esto significa que A es 1.618... veces B, y B es 1.618... veces C.

El Pentagono

Veamos como ésta razon esta presente en otras figuras. Tomemos un pentagono con
cinco lados iguales y conectemos todos sus puntos para formar una estrella de cinco
puntas. Las razones de la longitud de los segmentos de linea resultantes estan todos
basados en ¢. En la imagen, notamos que:

FIGURA 3. Pentégono.
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Espiral aurea (espiral dorada)

Si sumamos los cuadrados de cualquier serie de los nimeros de Fibonacci, van a igua-
lar el dltimo niimero de Fibonacci usado en la serie por el siguiente nimero de Fibonac-
ci. Esta propiedad se ve en la espiral dorada, que se encuentra en la concha del molusco
Nautilus asi como en las galaxias [5]. Expresado en forma matematica se tiene:

12+ 12+ 22+ 32+ 52+, ..+ [F(n)] 2= F(n) x F(n+1)

FIGURA 4. Se ilustra la forma en que se construye la espiral. Obsérvese cdmo los lados de los cuadrados
siguen la secuencia de Fibonacci.
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Por ejemplo sin =5 tendremos 1% + 12 + 22+ 32+ 52 =5 x 8. Obsérvese en la figura
4 la construccion geométrica de los cuadrados de los primeros nimeros de Fibonacci.
Si se extiende para un nimero mayor de nimeros de Fibonacci obtenemos una espi-
ral, que se construye siguiendo la serie y conectando las esquinas opuestas de los cua-
drados de medida igual a cada elemento de la serie.

] —rr

FIGURA 5. Presencia en la naturaleza de la espiral: galaxias, algunos tipos de caracol, huracanes, etc.
Fotos tomadas de [5,6].
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Los numeros de Fibonacci en la naturaleza

Hay muchos elementos relacionados con la seccién aurea en la naturaleza. A con-
tinuacién damos una lista de ejemplos donde los nimeros de Fibinacci estan pre-
sentes:

e Larelacién entre la cantidad de abejas macho y abejas hembra en un panal.

e Larelacién entre la distancia entre las espiras del interior de cualquier caracol.

o Larelacion entre los lados de un pentaculo.

o Ladisposicion de los pétalos de las flores (el papel del nimero aureo en la bo-
tanica recibe el nombre de Ley de Ludwig).

e Ladistribucion de las hojas en un tallo.

e Larelacion entre las nervaduras de las hojas de los arboles.

¢ Larelacion entre el grosor de las ramas principales y el tronco, o entre las ramas
principales y las secundarias.

¢ Ladistancia entre las espirales de una pifia.

¢ Laanatomia de los humanos se basa en una relacion ¢ exacta, esto corresponde
a: a) la relacion entre la altura del humano y la altura de su ombligo; b) la dis-
tancia del hombro a los dedos y la distancia del codo a los dedos; c) la distancia
entre la altura de la cadera y la altura de la rodilla; d) la distancia del primer
hueso de los dedos (metacarpiano) y la primera falange, o entre la primera y la
segunda, o entre la segunda y la tercera, en todos los casos el cociente es ¢; e)
la relacién entre el didmetro de la boca y el de la nariz; f) el didmetro externo
de los ojos y la linea interpupilar; g) cuando la tradquea se divide en sus bron-
quios, si se mide el didmetro de los bronquios por el de la traquea se obtiene ¢.
Est4d comprobado que a mayor cantidad de estas relaciones en el cuerpo y en el
rostro hacen que la mayoria de las personas reconozcan a esos individuos como
lindos, bellos y proporcionados.

FIGURA 6. Presencia en la naturaleza de la secuencia de Fibonacci. Fotos tomadas de [7].

v

La seccién aurea en el arte

De manera similar a la presencia de los nimeros de Fibonacci en la naturaleza, la sec-
cidn durea esta presente en el arte. Aqui mencionamos algunos ejemplos:

-]
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e Larelacion entre las partes, el techo y las columnas del Partenén, en Atenas.

¢ En los violines, la ubicacién de las efes (los “oidos”, u orificios en la tapa) se
relacionan con el nimero aureo.

¢ El compositor mexicano Silvestre Revueltas (1899-1945) utiliz6 también el na-
mero aureo en su obra Alcancias, para organizar las partes.

+ Enlasrelaciones entre altura y ancho de los objetos y personas que aparecen en
las obras de Miguel Angel, Alberto Durero y Leonardo Da Vinci, entre otros.

o Lasrelaciones entre articulaciones en el hombre de Vitruvio y en otras obras de
Leonardo da Vinci.

¢ En las estructuras formales de las sonatas de Wolfgang Amadeus Mozart, en la
Quinta Sinfonia de Beethoven, en obras de Franz Schubert y Claude Debussy.

e En el Arte Pévera, movimiento artistico italiano de los afios 1960, muchas de
sus obras se basan en esta sucesion.

FIGURA 7. El Partendn griego fue construido también respetando las proporciones aurea, al igual que el
rostro de la Gioconda, proporcionado con rectdngulos dureos. Fotos tomadas de [8, 9].

Hoy en dia la seccidn durea se puede ver en multitud de disefios. El mas conocido
y difundido seria la medida de las tarjetas de crédito, la cual también sigue dicho pa-
tron, asi como también en las cajetillas de cigarrillos.

Los NUMEROS DE FIBONACCI EN LA CONSTRUCCION DE NANOESTRUCTURAS

Con los avances tecnoldgicos de los tltimos afios se ha logrado la fabricaciéon de na-
noestructuras artificiales con propiedades fisicas propicias para sus aplicaciones en
la industria. Asi, las técnicas de crecimiento epitaxial de nano-heteroestructuras se
han empleado para fabricar sistemas multicapas periddicas y aperiédicas con aplica-
ciones en la industria optoelectrénica. Esto se ha motivado por la busqueda de nue-
vos materiales con propiedades fisicas especificas para aplicaciones tecnoldgicas.
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Una estructura periddica es aquella en la que una unidad se repite en la estructura
del sistema. Por otro lado, un sistema aperiédico se identifica como aquel que no tie-
ne periodo, éste se puede formar, por ejemplo, con la secuencia de los nimeros de Fi-
bonacci. Lo anterior se detalla més adelante.

En la década de los afios setenta del siglo pasado, Tsu y Esaki [10] estudiaron las
propiedades de transporte de nanoestructuras formadas de capas delgadas; al siste-
ma se le conoce con el nombre de superred. Esta superred se forma de capas alterna-
das de dos materiales diferentes. En este sistema una bicapa forma la celda unitaria
que se repite en la estructura. Posteriormente, en 1985, R. Merlin y colaboradores
[11], mediante el uso de la epitaxia de haces moleculares (MBE), crecieron heteroes-
tructuras con la secuencia de los niimeros de Fibonacci. La caracterizacion median-
te rayos X y Raman de estas estructuras mostraron propiedades fisicas interesantes.
Debido a las posibles aplicaciones tecnolégicas, las estructuras construidas con la se-
cuencia de Fibonacci han recibido considerable atencién de la comunidad cientifica.
A la fecha, se han estudiado tanto propiedades dpticas como de transporte en siste-
mas de Fibonacci. En este reporte queremos mostrar un ejemplo de las propiedades
opticas de sistemas que se construyen siguiendo la secuencia de los nimeros de Fi-
bonacci.

En la actualidad, existe mucho interés en estudiar la propagacién de la radiacion
electromagnética en estructuras fotonicas. Esto se ha motivado por las aplicaciones
en la industria optoelectrénica. Una estructura fotdnica o cristal foténico puede ser de
uno, dos o de tres dimensiones, y se puede ordenar con o sin periodicidad. Aqui nos
restringiremos a estudiar sistemas en una dimensién. Un cristal foténico unidimen-
sional se puede construir alternando dos capas delgadas de dos materiales diferentes,
es decir, dos capas con indice de refraccion n, y n,, respectivamente. Una de las pro-
piedades fisicas importantes que se investigan en los cristales foténicos es la estruc-
tura de bandas, que describe el rango de frecuencias en que a la luz se le “permite”
(bandas) o se le “prohibe” (brechas) propagar a través del cristal. La aparicién de ban-
das y brechas para la propagacion de ondas electromagnéticas es una consecuencia
de la periodicidad de la estructura. Esta propiedad se puede usar para la fabricacion
de filtros para la propagacion direccional de la luz. Tomando en cuenta esta situaciéon
se puede explicar por qué en un sistema aperiédico la propagacién se frustra, dando
como consecuencia un sistema que no propaga radiacién electromagnética. Por otro
lado, se puede construir una estructura cuasi-periodica, por ejemplo, tomando como
base las estructuras construidas con los numeros de Fibonacci. Asi, se puede tomar
como la unidad cualquier estructura de Fibonacci y repetirla de manera indefinida,
como se explica més adelante. Como ejemplo ilustrativo en este trabajo presentamos
las bandas y brechas que se obtienen en estructuras cuasiperiddicas generadas con
los ntimeros de Fibonacci.

En 1967, Victor Veselago [12] propuso las consecuencias de un material hipoté-
tico con refraccién negativa. En este material hipotético, contrario a lo observado en
todos los materiales existentes hasta esa época, se preguntaba si la asimetria seria po-
sible de alcanzar aunque fuese en un material artificial, y concluy6 que de existir tales
materiales exhibirian caracteristicas notables que modificarian todos los fenémenos
electromagnéticos observados hasta la fecha. Materiales con indice de refraccién ne-
gativo no se encuentran disponibles en la naturaleza, pero éstos se pueden construir.
Para tener un material de indice de refraccidon negativo se requiere que tanto la per-
mitividad eléctrica como la permeabilidad magnética sean negativos, esto da lugar
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a un indice de refraccién negativo. Los materiales con indice de refraccion negativo
también se les llaman metamateriales. Sus posibles aplicaciones son variadas, entre
los que se pueden nombrar los superlentes y el efecto de la invisibilidad, entre otros.

A continuacidn trataremos de explicar la refraccién de la luz en materiales con in-
dice de refraccion negativo. Para ello consideremos la figura 8. El rayo incidente y el
refractado se indican con la linea roja y la normal a la interface de separacién entre los
medios con una linea negra. La parte de la izquierda muestra la refraccién negativa y
la parte de la derecha presenta la refraccion positiva. Puede apreciarse que la direc-
cion del haz refractado tiene diferentes direcciones dependiendo de si la refraccién es
positiva o negativa. Para precisar, un material con indice de refraccion negativa indu-
ce una refraccién negativa.

FIGURA 8. En esta figura se representa esquematicamente la refraccion negativa y positiva de la luz.
Imagen tomada de [13].
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ESTRUCTURA DE BANDAS DE UNA RED DE FIBONACCI

La secuencia de Fibonacci nos permite estructurar cristales que no son periédicos,
pero gracias a que llevan una secuencia ordenada y no se generan de manera aleato-
ria tampoco son amorfos; a este tipo de estructuras intermedias se les denomina cua-
sicristales. Como ya se mencion6 anteriormente, nos restringiremos a estudiar sélo
sistemas unidimensionales. Consideremos la estructura de Fibonacci que se constru-
ye a partir de dos bloques A y B que siguen la regla de generacion de los nimeros de
Fibonacci, ambos tienen los mismos componentes pero sus dimensiones (ancho de
las capas) son diferentes. Asi que si S, = {A} y S, = {AB} usando la secuencia de Fibo-
nacci se puede construir S, = {S,S } = {ABA}, S, = {S,S,} = {ABAAB}, y de manera gene-
ral S= {Sj,_1 S/-z} = {ABA}. En este caso hemos elegido como componente de cada bloque

[



www.mundonano.unam.mx | Vol. 3, No. 1, enero-junio, 2010 | Articulos | Mundo Nano |

Ay B dos materiales uno de ellos metamaterial, y otro dieléctrico (por comodidad se
escoge aire).

Cuando el indice de refraccién (m) es negativo n < 0 la estructura de bandas tie-
ne diferentes comportamientos en comparacién a cuando es positivo. Para describir
la propagacion de las ondas electromagnéticas en estructuras multicapas, primero
definimos el sistema de coordenadas. Las interfases son paralelas al plano xy, la pro-
pagacion de las ondas sucede en el plano xz. En cada capa se satisface la relacion
de dispersion @ = w(k) =kc/n, la frecuencia angular de la onda es una funcién del
vector de propagaciéon k. En esta expresion el indice de refraccién se define como
n=./&u, donde ¢ es la permitividad eléctrica, u la permeabilidad magnética y c la ve-
locidad de la luz en el vacio. Si uno de los medios tiene n < 0, entonces:

TVEIH

En general k =k _ + jk es compleja . Para incidencia normal de la onda 8 # 0,
zj zjR zjl
entonces,

cykj
—VEiH;

y o seria una cantidad compleja, lo cual no es aceptable fisicamente. A estos modos
no accesibles se les denominan modos espurios. Si # 0 (incidencia oblicua) puede
ocurrir que ijR =0y kzzﬂ<ﬂ2, esto proporciona una w real, por lo tanto, son modos po-
sibles de propagacién y se le denomina tunelamiento foténico [14].

A continuaciéon damos ejemplos especificos de las propiedades 6pticas de crista-
les fotonicos unidimensionales. Para ello se han realizado célculos de la estructura
de bandas y de la respuesta dptica en estructuras periédicas (superredes). Se hicie-
ron proyecciones de las estructuras de bandas, para una red periddica y una de Fibo-
nacci. En la figura 9 se muestran graficas de la estructura de bandas (lado izquierdo)
y de patrones de transmision de las ondas electromagnéticas. En la figura 9a se re-
portan los resultados para la red periédica. La seccién sombreada de la izquierda
muestra las bandas permitidas (seccién gris) y brechas prohibidas (seccidn en blan-
co), mientras que en verde se indican las frecuencias de tunelamiento. Las curvas
representan la amplitud de transmision para dos geometrias, una tiene periodo 5 ca-
pas y otra tiene periodo 10 capas. Los picos de la transmisidn estan en frecuencias
de la banda y corresponden a resonancias. En la zona prohibida el tunelamiento se
anula indicando que no hay propagacién de ondas. Por otro lado, a frecuencias ma-
yores a la zona prohibida aparecen una serie de picos que representan el tunelamien-
to de las ondas.

En la figura 9b se presentan las bandas y el espectro de tunelamiento para la es-
tructura geométrica generada con los numeros de Fibonacci, en el ejemplo N, = 3. Las
regiones de frecuencias sombreadas en gris representan las bandas permitidas, la re-
gién en blanco es para la brecha prohibida y la parte de color verde es para los mo-
dos de tunelamiento. Los picos del tunelamiento representan multiples resonancias
de las ondas en las capas que forman la estructura. Los pardmetros usados en este
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calculo corresponden a una permitividad eléctrica y permeabilidada magnética da-

das por [15]:
22 22
(o* -a3) (o*-a)
8(60)=—2, H(w)=ﬁ
o (o)
donde a)p‘bﬂ:anp,b‘D confp= 12 GHz, f,=6 GHz y f =4 GHz. El medio dieléctrico (RHM)

para intercalar con el material izquierdo (LHM) es el aire. Los espesores sonde d, = d,
= 0.5 cm. Y las gréficas de transmision fueron calculadas para un angulo de 35°.

FIGURA 9. Estructura de bandas y espectros de transmision para dos casos: a) estructura periodica; b)
estructura de Fibonacci.
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Otro ejemplo se ilustra en la figura 10. La grafica muestra la amplitud de tunela-
miento en estructuras que se construyeron con N, = 3, 4y 6. Similar a la figura 9, los
espectros despliegan las bandas permitidas, asi como las brechas prohibidas. Puede
apreciarse que en las bandas existe estructura que se genera por las multiples reso-
nancias de Fabry-Perot, que aumentan con el numero de Fibonacci y con el ancho de
las capas.

Las estructuras laminadas que hemos considerado aqui tienen anchos mas gran-
des que los nanométricos; sin embargo, es posible construir estructuras nanométri-
cas cuyas respuestas opticas y de transporte muestren propiedades interesantes y
utiles para las aplicaciones tecnolégicas. Cabe mencionar que existen estudios de las
propiedades de transporte electrénico, donde la probabilidad de tunelamiento pre-
sente el fendmeno de autosimilaridad [16 - 18].
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FIGURA 10. Coeficientes de transmision considerando como celda unitaria los bloques con N =3, 4y 6.
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